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UvVOD

Naloge na naslednjih straneh so bile na pisnih izpitih v studijskih le-
tih 2019/20-2024/25 pri predmetu Matematika 1, ki je obvezni predmet za
Studente, vpisane na visokosolski dodiplomski studijski program Elektro-
tehnika, na Univerzi v Ljubljani.



Izpit iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

11. februar 2020

1. [25T] Dolocite definicijsko obmocje ter izracunajte nicle, pole, asimp-
tote, stacionarne tocke (prevojev ni potrebno natancno izracunati) ter
intervale narasc¢anja in padanja funkcije

71+:17+m2
1 =2

f(x)

Funkcijo f(z) ¢imbolj natancno narisite.

Resitev.

(1) Definicijsko obmocje. Imamo 1 — 22 # 0, zato = # £1.

Dy =R\ {-1,1}.

(2) Nicle. Nicle dobimo iz 1 4+ z + 2* = 0. Diskriminanta je
A=1—-4=-3<0,

zato realnih nicel ni. Torej f(x) nima nicel.

(3) Poli (navpi¢ni asimptoti). Ker je 1 — 2% = (1 — z)(1 + ), sta
enojna pola pri

Za orientacijo limit:

lim f(z) =400, lim f(z)= —o0,

z—1— z—1+

lim  f(x) = —o0, lim f(z) = 400,

z—(—1) z—(—1)
ker je stevec pri 1 pozitiven, imenovalec pa menja predznak.

(4) Vodoravna asimptota. Stopnji Stevca in imenovalca sta enaki;
vodoravna asimptota je razmerje vodilnih koeficientov:

-
Y=



(Alternativno: razcep na parcialne ulomke

| 3
J@) =14 501 ~ 2=y

od koder takoj sledi f(x) — —1 pri z — +00.)

(5) Prvi odvod, stacionarne tocke, naras¢anje/padanje. Z od-
vajanjem (kvocientno pravilo) dobimo

;o e 41
f(ﬁ)—w-

Ker je (z? — 1) > 0 za vsak € Dy, predznak f'(z) doloca samo
Stevec x? + 4x + 1. Resitev 2° +4x +1 =0 da

r=—24/3.

To sta stacionarni tocki. Njuni ordinati:

fe2— B = Y3 o E) -

2 J

ﬁ
5
Ker je kvadratna funkcija 2% 4+ 4z + 1 navzgor odprta, velja:
f'(z) >0zaz < —2—V3inz > —2+V/3, f'(z) < 0za—2—V3 < x < —24/3.
Upostevamo Se prekinitvi pri = £1 in dobimo intervale:
narasca na (—oo, —2 —v3) U (=2++/3,1) U (1,00),

pada na (—2 —v/3,—1) U (=1,-2+V/3).
Zato je (—2 — /3, —\/75) lokalni maksimum (v veji z < —1), in (=2 +
V3, ¥3) lokalni minimum (v veji —1 < x < 1).
2
(6) Drugi odvod in prevoj. Izracunamo

2 (23 4 62* + 3z + 2)

F@) = == T 1)

Prevoj(i) so (v domeni) tam, kjer je f”(x) = 0, torej kjer je
2% 4+ 62° + 32 +2=0.
Ta kubicni polinom ima natanko eno realno nic¢lo, priblizno

r ~ —b.5h2,



torej je prevoj res nekje med —6 in —5.
(7) Skica grafa. Koristne tocke in informacije:
f(0) =1, navpiéni asimptoti: x = =+1, vodoravna asimptota: y = —1,

stacionarni tocki:

<—2 —/3, —?) (lok. max), (—2 + /3, ?) (lok. min).

. [25T]

Gozdna pot ima obliko krivulje y = x?. Miha se je izgubil v gozdu in
se trenutno nahaja na tocki (1,2). Koliko bo moral prehoditi, da po
najkrajsi poti pride na gozdno pot. Ena enota na vsaki koordinatni
osi je dolga en kilometer.

Resitev. Naj bo tocka na poti P(x) = (z,2?). Razdalja do A = (1,2)
je

dist(P(z), A) = \/(x — 1)2 + (22 — 2)2.

Ker je koren strogo narascajoca funkcija, je dovolj minimizirati kvadrat
razdalje:
d(z) = (v — 1)* + (2* — 2)%.

Odvajamo:
d(r)=2(x—1)+2(z*—2) 22 =2(x — 1) + da(2* — 2).
Postavimo d'(z) = 0:
20w — 1) +4z(2* —2) =0 <—= (z—1)+22(2*-2)=0
— 2" -3r—-1=0.
Polinom se faktorizira:
20° —3x — 1= (z+1)(22° — 22 — 1).

Zato dobimo tri kriti¢ne tocke:

1 1
5131:—1, 372:5(1—\/3), $3:§(1+\/§)
Ker je d(x) polinom 4-te stopnje z vodilnim koeficientom > 0, velja
d(x) — oo pri |x| = o0, zato globalni minimum nastopi v eni od
kritiénih tock. Primerjamo vrednosti d(z;):

d(—1) = 5,



d(l(l —~ \/5)) U, 3—‘/3,

2 472
d(%(1+\/§)) = % - 37\/5

Najmanjsa je zadnja, zato je najblizja tocka na paraboli pri

1+V3 Py ( 2)_(1+\/§ \/5)

xr3 = 9 5 = \T3,T3) = 71+

2 2

Minimalna razdalja je

11 1
distmin = v/d(z3) = T~ BT\/g = 5\/ 11 — 6v/3 km.

. [25T]

(a) Izracunajte integral [ dx.

~ . . €T 1
(b) Izracunajte integral [ Ztidu.

Resitev.

(a) Najprej razcepimo na parcialne ulomke:

1 1 A B

l—xz_(l—x)(1+x)_1—x+1+x'

Pomnozimo z (1 — z)(1 + x):
1=A(l4+z)+B(l—2)=(A+B)+ (A— B)z.
Primerjamo koeficiente:
1
A+B=1, A-B=0— A=B-_.

Zato

| 12 1/2 1 1
- — —Zln|l—z|+=In]|1 .
/1—x2d$ /(1_x+1+$)das 5 n | JB|+2 n|1+z|+C

(Enakovredno: i 1In || + C.)
(b) Razdelimo:

:v—l—l_ x . 1
2241 2241 2241




Zato

z+1 T 1
dr = d dx.
/az2+1 v /932—1—1 $+/x2+1 .

V prvem integralu naredimo substitucijo v = 2 + 1, du = 2z dx:

/ ~ 4 _ 1 d—u:%m(:ﬁ—l—l).

241 v 2 U

Drugi integral je standarden:

1
/ dx = arctan(z).

x?+1
Skupaj:

1 1
/ ;i N dx = 5 In(1 + %) + arctan(z) + C.

. [5T] Kateri od naslednjih dolo¢enih integralov je enak %:

1 1, 1 1 1 1
a)/ xdx b)/ —dz c)/ r2dx d)/ w3dr e) / rde f)/ r’dz.
0 0 3 0 0 0 0

Resitev. Uporabimo obrazec

/1 $n+1 1 1
" dx = = .
0 n+1 0 n+1

Zelimo n+r1 = %, zato jen+ 1 =3 in n = 2. Torej je pravilen odgovor

fol x?dx.

. [5T] Katera od naslednjih vsot je enaka :

DX () () X @) 06 X ()

Resitev. Gre za geometrijsko vrsto s kolicnikom r = %:

Sk = 1#4 (v < 1).

k=0

oo



Zar = w% dobimo

i 1N 1 om
m) 1—-LX m-1
k=0 m

_m

Zelimo —
moznost (c

= %, kar pomeni 3m = 4m — 4, zato m = 4. Pravilna je

. [5T] Katera izmed naslednjih vrst konvergira:

Zn Z<100> an” )grﬁn e) gni’)n f)i(%)n

n=1

Resitev. Za konvergenco je nujno, da gre ¢len vrste proti 0.
(a) n™ 4 0, zato vrsta divergira.

(b) Za dovolj velik n je ( > 1, zato ne gre proti 0 in vrsta divergira.

100)

(c) Tipitno je misljeno n - 1" = n, kar ne gre proti 0, zato divergira.

(d),(e) n2™ in n3" rasteta, zato ¢leni ne gredo proti 0 in vrsti divergi-
rata.

(f) Uporabimo korenski kriterij. Naj bo

(100)”
an, = [ —
n

100
va, = — —— 0 <1,

n n—oo

Potem

zato vrsta absolutno konvergira. Pravilna je (f).

. [5T] Katera izmed naslednjih funkcij f : Dy — R je surjektivna na
svojem definicijskem obmocju D7

a) x> b)z® c)at d)e* e)l1 f) —

Resitev. Razumemo surjektivnost kot: f(Dy) = R.
(a) % > 0, zato slika ni R.



(b) 2 je zvezna in strogo naraséajoca na R, poleg tega

lim 2 = —o0, lim 2% = oo,
Tr—r—00 T—00

zato za vsako y € R obstaja x = ¢y s 23 = y. Torej je 2° surjektivna.
(c) #* > 0, zato ni surjektivna na R.
(d) e* > 0, zato slika ni R.

(e),(f) konstanti funkciji imata sliko enega samega Stevila, zato nista
surjektivni.

. [pT] Kateremu stevilu je enak realni del kompleksnega stevila 17

Re(z) Im(z2)

a) Re(z) b) Re(2?) ¢) Im(z) d) Im(z?) e) e f) e

Resitev. Naj bo z = x + iy (z = Re(z), y = Im(z)). Potem je

Z=x—1y, 2> = 2% + ¢*.
[zrac¢unamo . .

r 1 rt+iy  x+y

z x—iy x+iy a24+y?

Realni del tega stevila je

Re(l): v _Re(z)

z x2 4 y? | 2|2

Pravilna je moznost (e).



IZPIT iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

23. avgust 2022

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25 T] Podana je funkcija

fx) =

NCENENG

(a) Izracunajte limito lim, o, f(x).

(b) Zapisite enacbo tangente na graf funkcije g(z) = ﬁ v tocki

x=1.
Resitev.

Najprej domena. Ker nastopata /r in V22 + 1 —+/z v imenovalcu,

mora veljati
x>0, Va2 41 #+/z.

Enacba V12 + 1 = /7 je ekvivalentna 22 +1 =z, tj. 2> —2+1 =0,
ki nima realnih resitev (A = —3). Zato je f definirana za vse x > 0.

(a) Limita pri  — oco. Racionaliziramo imenovalec:

z VT4 VE  a(Va?H 14 Vi)

x
flz) = \/1'27—\/_ \/x27+\/_ (22 +1) -2
Torej
vt + 1+ xx
f(z) = 5 :
2 —x+1
Delimo §tevec in imenovalec z x°:
P YO L
fy=—E T e
= stz l-ztz



Veitl /1L v 1in

Ko z — oo, velja
x

v 1. Zato

A )= =t

1
(b) Tangenta na g(z) = —— pri x = 1. Najprej izrazimo g¢:

/()

oy o L _YEFI-VE_VETT VG YT
- f(x) x o r x

Virednost v tocks 1:

s

Odvod. Zapisimo g(z) = A(x) — 272 kjer A(x) = ~———. Najprej
x

odvajamo A (kvocientno pravilo):

T CU2
—rz_H)-:U— x2+1 \/T—i-l_ $2+1 x2_($2+1)

( : 1
A/(x) - 2 - 2 - 2 2 - 2
x x vt +1 4+ 1
Nato
i(_xq/z) +1 —3/2
dx
Torej

Enacba tangente:

y—p=klz—1), yw=v2-1 k=

. [25 T] Dolocite definicijsko obmocje ter izracunajte stacionarne tocke,
intervale narascanja in padanja ter intervale konveksnosti in konkav-

nosti funkcije
f(z) = zIn(2x).



Koliko je lim,_q f(x)? Cimbolj natancno nariiite graf funkcije f(z).
Resitev.

(1) Definicijsko obmoc¢je. Logaritem je definiran za pozitiven ar-
gument:
20 >0 < z>0.

Torej Dy = (0, 00).
(2) Limita pri z — 0%.
f(z) =2In(22) =z(In2+Inzx) =zn2+zlnz.

Ko x — 0%, velja xIn2 — 0 in tudi xlnz — 0 (npr. substitucija

T
T =1 M%O). Zato

lim z1In(2z) = 0.

z—0+

(3) Prvi odvod, stacionarna tocka, naras¢anje/padanje. Upo-
rabimo produktno pravilo:

Fla)=1-In(2e) + 2 é — In(2¢) + 1.

Stacionarne tocke dobimo iz f'(x) = 0:

1
In(2z) +1=0 <= In(27) = -1 <= 21 =¢"! — T =
e

Ker je In(2z) strogo narascajo¢, je tudi f’ strogo narasc¢ajo¢ in spre-

meni predznak natanko enkrat:

1 1
/ . / .
f(x)<02a0<x<26, f(x)>Ozax>2€.

. 1 . o 1 . . oy . .
T(?rgj f pada na (0, 5;) in narasca na (55,00). V stacionarni tocki je
minimum. Vrednost v minimumu:

1 1 1 1 1
—==—hh|l-)|=— (-1)=———.
f(2€) 2e n(e) 2e (=1) 2e
(4) Drugi odvod, konveksnost/konkavnost.

f(x) = %(1n(2x) +1) = i



Na Dy = (0,00) velja f”(x) = £ > 0, zato je f konveksna na celotnem

definicijskem obmocju in konkavna nikjer.

(5) Skica grafa. Klju¢ne znacilnosti:

1 1

. _ 0 - 1 1
im f(x) , minimum v (26, 5

z—0t

), f(z) = oo pri z — oo,

funkcija najprej pada (iz 0 navzdol), doseze minimum, nato narasca
in je povsod konveksna.

. [25 T] Obmo¢je pasnika je omejeno s krivuljami y = 2? -2, y = %a: —%

ter y = —2x + 1 ter vsebuje tocko (0, —1). Ena enota v koordinatnem
sistemu meri 1km. Koliko je ploscina pasnika?

Resitev.

Najprej poistemo presecisca robnih krivulj.

(1) Presecisce premic. Resimo
2 = 2r +1 <~ 2 +2 — 1 — =
—x—-=-2x - T == —x=- r==
3 3 3 3 2’

in nato y = —2- 1+ 1 =0. Torej P = (3,0).

(2) Presecisci parabole z vsako premico. S premico y = %x — %
2 2 1 2 2
T —2:535—5 — " —-6=2r—-1 < 3" —22—-5=0.

Diskriminanta je A = 4 + 60 = 64, zato

248 c ] 5
r=— —1.= 5.
6 "3
Ustrezni tocki sta

A=r-n, a=(Gg)
39

S premico y = —2x + 1:
P —-2=-20+1 = 2°+2r—-3=0 < (v +3)(x—1) =0,
torej x € {—3,1} in tocki sta

B=(-3,7), C=(1,-1).



Ker mora obmocje vsebovati (0,—1), gledamo del, ki je okoli x €
[—1,1]. Opazimo:
A= (-1,-1)in C = (1,—1) sta na paraboli,
premici se sekata v P = (%,O), in v tem “izrezu” omejujeta zgornji
rob, spodaj pa je parabola y = 22 — 2.
Zato plos¢ino razdelimo na:
e S;: ploscina trikotnika z ogliséi A = (—1,-1), C = (1,—-1) in
P =(%,0) (to je del med premicama nad y = —1),
e Sy: ploséina med premico y = —1 in parabolo y = 22> — 2 na
intervalu [—1, 1].
(3) Plos¢ina trikotnika S;. Osnova je daljica AC' dolzine 2 (ker sta
x=—11in z = 1), visina do premice y = —1 je 0 — (—1) = 1. Torej

1
Si=5-21=1

(4) Plos¢ina med y = —1 in parabolo na [—1,1]. Ker je parabola
y=x*>—2pody=—1 (na[-1,1] velja z* — 2 < —1), dobimo

1

Sy = /_11((—1) ~ (2 — 2)) dr = /_1(1 — 2?)da.
Izracun:

1 371 1 1 2 2 4
l—ader=|e—2| =(1-2)—(-14-)=24+2="2.
[a-amw=le-5) =(1-3)-(1+5)=5+5=3

(5) Skupna ploséina.
7

4 1
S=54+S=1+-==km?=2=km?
1+ 99 +3 3 m 3 m

. [6 T] Koliko meri polarni kot kompleksnega stevila —V/3+iV3?
0

4

3T 5

T 97

i

a) 0 b) 1

05 d) f)

Resitev. Kompleksno stevilo je

z:—\/§+i\/§.



Realni del je negativen, imaginarni del pozitiven, zato je z v drugem
kvadrantu. lzracunamo tangens kota:

Sz V3

tan ¢ = = —1.

Re  —V3

Referencni kot je 7. Ker smo v drugem kvadrantu:

Pravilna je moznost (d).

5. [6 T] Katera izmed spodnjih mnozic je mnozica stekalis¢ zaporedja s
splosnim ¢lenom a, = (—1)"(%5)?

a) {=1} 0) {0} o {1} &) {-1,1} ¢ {01} f){-1,0,1}

Resitev. Najprej poenostavimo:

an = (—1r L (e (1 + i) |

n n  n?

Ker £ — 0 in =5 — 0, velja
1 1
—

—| = 0.
n  n2

Mnozenje z (—1)" samo menja predznak, velikost pa gre proti 0, zato
a, — 0.
Zaporedje ima torej natanko eno stekalisce, in sicer 0, zato je pravilno

(b).

6. [5 T] Koliko je vsota vrste

()

a)0 b1 ¢)2 d)3 e 4 f)5



Resitev. To je geometrijska vrsta s prvim ¢lenom a; = % in koli¢nikom
r= 2. Ker |r| <1, vrsta konvergira in velja

Torej

(e
7 N\
[GVR )
~_
3
I
—_
| |eono
wWIN
I
Wl
I
[\

Pravilno je (c).

. [6 T] Dolo¢ite vse resitve neenacbe |z + 1| < 2z.

Resitev. Resujemo po primerih glede na predznak x + 1.

1. primer: x +1>0 (torej x > —1). Tedaj |z + 1| = = + 1, zato
rT+1<22 <= 1<x <= z>1.

To je skladno s pogojem =z > —1.

2. primer: x +1 <0 (torej x < —1). Tedaj |z + 1| = —(z + 1), zato
1

—(r4+1)<2r <= —2—-1<2r <<= —-1<3r T > =3
Toda tukaj mora veljati tudi x < —1, kar je v protislovju z = > —%.
Zato v tem primeru resitev ni.
Skupaj je resitev

z € (1,00),

torej pravilna je moznost (f).

. [5 T] Koliko je vrednost integrala [ ze*”dz?

2) %(—2+e) ) %(—1+e) ) %@) d) %(H—e) ) %(2+e) £)0

Resitev. Uporabimo substitucijo

1
u=2> = du=2xxdr = xdxzﬁdu.

Meje: priz =0jeu =0, prixz =1 jeu=1. Zato

1 1 1
2 1 1 1 1
/oxe ! /oe 2™ 2/06 u=glh=s5le-1)

To je 3(—1+e), torej je pravilna (b).



DRUGI KOLOKVI1J iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

13. januar 2023

1. [10T] Izracunajte
r+Inx

200 32 — 21n(22)

Resitev. Opazimo, da mora veljati z > 0 (zaradi Inz in In(2z)), zato
gre za limito pri x — 0. Preuredimo logaritme:

3z —2In(2z) =3z —2(In2+Inz) =3r —2In2 — 2Inz.

Ko z — 07, velja Inxz — —o0, zato v Steveu dominira Inx, v ime-
novalcu pa —2Inz (konstanta —2In2 in ¢len 3z sta zanemarljiva v
primerjavi z |Inz|). Zato

. r+Inz , Inz(1+ %) 1+0 1
lim ———————— = lim nz = =——.
e—=0% 3z —2In(2r) a0t —2Ing (1 — 2£2I2) 2. (1 -0) 2

2. [10T] Izrac¢unajte integral
/(Sin(3:1: +2)+1)dx.

Resitev. Integral razbijemo:

/ (sin(3z +2) + 1) d — / sin(3x + 2) do + / 1 de.

Pri prvem delu uporabimo substitucijo u = 3x + 2, du = 3dz, torej
dr = %du:

1 1 1
/sin(3x+2) dr = g/sinudu = —gcosu—l—C’ = —gcos(?)x—i-?)—i-C.
Drugi del je . Skupayj:

1
/(sin(i’)x +2)+1)de = ~3 cos(3x +2) +z + C.



3. [15T] Dolocite enacbe vseh tangent na krivuljo y = 22+ 1, ki so
vzporedne premici 3y — 2z + 2 = 0.

Resitev. Premico 3y — 2x + 2 = 0 zapiSimo v smerni obliki:

2 2
Jy=2r—-2 — = - — -,
) Z ) 3$ 3
2
§.
Za krivuljo y = V22 + 1 izra¢unamo odvod:

1
V= (e 1) 2 =

zato je njen smerni koeficient m =

T
VT +1

Tangenta je vzporedna dani premici natanko tedaj, ko
x 2

211 3
Resimo enacbo:
Jr=2Va2+1 = 92 =4(2*+1)=42"+4
4
— =4 = x2:g.
Ker je leva stran 3x lahko negativna, desna pa 2v/x?+ 1 > 0, mora

biti x > 0. Torej

2
Tog = ——.

V5

Vrednost funkcije:

4 9 3
R R N
Yo Ty + 5 + 55

Enacba tangente s smernim koeficientom % skozi (9, Y0) je

2

Y—Yo = 5(90—%)'

Poenostavimo:

2 +( 2 ) 2 +<3 2 2) 2,5
= - — =y | ==z — - =] ==+ —=.
Y73 fo—3gt ) =3 /5 3 V5) 3 T35

Torej je iskana tangenta

= = .
37 3v5




4. [15T] Liku, ki vsebuje tocko (0,1) in ga omejujeta krivulja y = 4 — 2
ter premica y = 0, vertajte pravokotnik z najvecjo ploscino. Izracunajte
dolzini stranic tega pravokotnika.

Resitev. Obmocje je pod parabolo y = 4 — 22 in nad osjo x (premico
y = 0). Ker obmocje vsebuje (0,1), gledamo “zgornji” del nad y = 0.

Naj bo pravokotnik simetricen glede na y-os, z ogliséi (+z,0) in (+z, 4—
z?), kjer = € [0,2]. Tedaj sta dolzini stranic:

Sirina = 2z, visina =4 — 22,
Ploscina je

A(x) = 22(4 — 2°) = 8x — 227, z € 10,2].

Poiséemo maksimum:

4 2

Ax)=8—-62% A@)=0<=6r"=8<=1"=_-<=1=—"—.
3 V3

(Uporabimo = > 0.) Ker

A'(x) = —12x <0 za z > 0,
je pri tem x maksimum.
Zato sta optimalni stranici:
4 4 8

Sirina =22 = — vigina =4 — 12 =4— - = =

V3’ 3 3

Torej pravokotnik z najvecjo plos¢ino ima stranici

—
=
W] co

5=

5. [25T] Dolocite definicijsko obmocje funkcije f(x) = e, Izracunajte
lim, oo f(z) in lim, , o f(z) ter dolocite v katerih tockah funkcija
f(x) doseze minimum in v katerih tockah doseze maksimum. Zapisite
intervale narascanja in padanja ter funkcijo f(x) ¢imbolj natancno
narisite, pri ¢emer ni potrebno izracunati drugega odvoda.

Resitev.



(1) Definicijsko obmocje. Ker je 22 + 1 > 0 za vsak z € R, je tudi
—— definirano za vse x. Eksponentna funkcija je definirana povsod,
ze+1
zato

Dy =R.

(2) Limiti pri +oo. Ker
x 1/x

= > 0
2+1  1+41/22 st
dobimo
lim f(z) =€’ =1, lim f(x) =¢"=1.

(3) Narascanje/padanje, ekstremi. Odvajamo:

f’(x):ezTrl- ($2+1) )

Potem

Naj bo h(z) =

_Z
241"

2+ ) 1—x2-2 1— 22
h,(x):(a:—i-) -2 x

(:1:2 i 1)2 - (x2 i 1)2‘

Torej , )
x —x
f/(;p) — ex2+1 . m

Ker je e+ > 0 in (x? +1)® > 0, predznak f’ doloca 1 — z*:

f'(z) >0zalz| <1, f'(z) =0priz = £1, f(z) <0zalz| > 1.

Zato f pada na (—oo,—1), naras¢a na (—1,1) in pada na (1, 00).
Sledi:

e pri x = —1 se predznak odvoda spremeni iz — v +, zato je tam
minimum,
e pri x = 1 se predznak odvoda spremeni iz + v —, zato je tam
maksimum.
Vrednosti:

Torej

minimum pri z = —1, f(—1)=e /%, maksimum pri z = 1, f(1) = e'/2.




(4) Skica. Funkcija je povsod pozitivna; pri x — £oo se pribliza 1.
Pada do minimuma (—1, e~%/?), nato naraséa do maksimuma (1, e'/?),
nato spet pada proti 1.

. [25T] Struznica za les reze tako, da zico, ki ima obliko grafa funkcije
fz) = m, x € [0,1], zavrti okoli z-osi. V struznico med
x = 0 ter x = 1 vpnemo dovolj velik kos lesa, da struznica ne reze po
zraku. Izracunajte volumen telesa, ki ga dobimo po struzenju.

Resitev. Ker se graf vrti okoli z-osi, uporabimo metodo kolobarjev.
Radij pri danem z je f(x), zato je volumen

V= W/Ol(f(a:))z dz.

Ker je

dobimo
1

1
V=nr dx.
/0 (x+1)(x2+1)
Razcepimo na parcialne ulomke:

1 A Bx +C

u+JXﬂ+J)_x+1+;ﬁ+1'

Pomnozimo z (z + 1)(z? + 1):
1=A@*+1)+(Br+C)(x+1)=A2> + A+ Ba® + Ba + Cax + C.
Uredimo po potencah:
1=(A+B)2*+ (B+C)x+ (A+C).
Primerjamo koeficiente:
A+ B=0, B+C =0, A+C=1
Odtod B=—-A,C=—-B=A,innato A+ C =2A =1, zato

1 1 1
A=-, B=-—-, C=-_.
2’ 2’ 2
Torej
1 11 —sr+5 1 -z

G+ 2 141 211 2@+D) Ta@@y)



Zato

! 1 1o 1 [t 1—x
de = - dr + —
o (x+1)(x2+1) 2/, 41 2/, x2+1

[zracunamo posebe;j:

1 /1 1 1
—/ dr = =[ln(z + 1)}y = = In2,
0 2 2

dz.

1 (P 1—x 1 | Uy
- dz = - dr — dr ) .
2/01:2+1x 2(/0 211 /0x2+1 x)

Za prvi integral:

1

1

/ 1 dx = [arctan z]} =
0

™
1
Za drugi integral naredimo u = 22 + 1, du = 2z dx:

Zato

Skupaj:

/1 ! dr = S mag L no + g
r=—=1In ——-In2) =—-+-In2.
o (T+1)(22+1) 2 8 4 8 ' 4

Zato je volumen

Torej




IZPIT iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

2. februar 2023

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25 T] Podana je funkcija f(z) = Boterr)

T+2e2%

(a) Izracunajte limito lim f(x).
Tr—00

(b) Zapisite tangento na graf funkcije f(z) v tocki x = 0.

Resitev.

(a) Ker €2® pri # — oo dominira nad polinomi, delimo §tevec in ime-
novalec z e%*:
3zt 41 0+1 1

f(x)_a:+262w - L 42 av0 042 2

1
Torej lim f(z) = -.

T—00 2

(b) Naj bo N(z) = 3z + €* in D(z) = x + 2¢**, potem je f = & in

Odvodi:
N'(z) = 3 + 2e*, D'(x) =1+ 4e*.

V tocki z = 0 je e’ = 1, zato

£(0) = % =L NO=5 DO)=2 D@O)=5 NO)=1
Sledi
, N'(0)D(0) = N(O)D'(0)  5-2—1-5 5
F0)= D(0)? o2 7



Tangenta pri x = 0:

x.

| Ot

y= FO)+ FO)r =+

. [25 T] Izracunajte definicijsko obmocje, ni¢le in stacionarne tocke, in-
tervale narascanja in padanja ter intervale konveksnosti in konkavnosti

funkcije

f(z) =2 —In(Vx +1).
Cimbolj natancéno narisite graf funkcije f(z).
Resitev.

Najprej poenostavimo:

1
In(vz +1) =In((z+1)"?) = 3 In(xz 4 1),
zato 1
flz) =2 — 5 In(x + 1).
(1) Definicijsko obmocje. Potrebujemo x + 1 > 0, torej

Df = (—1,00).
(2) Nicle. Resujemo
1
x—éln(x—i—l):() — 2r=hz+1) <= =+l

Ena resitev je takoj x = 0. Za drugo resitev lahko uporabimo Lam-
bertovo funkcijo W. Naj bo y =z + 1, potem je x =y — 1 in

2

F =y = g =e? = (e V=2

Zato
_2y — W(_2€72)’ y = ——W(—2672>7 xr = —§W(—2672)—1

Ker ima —2e™2 € (—1/e,0) dve realni veji W, dobimo dve nicli:

1
x =0, Ty = —§WO(—26_2) — 1~ —0.796812.



(3) Stacionarne tocke in narascanje/padanje.

1 1 1 2z +1

- —1- .
2 z+1 2 +1) 2(x+1)

fie) =1

Ker je 2(x +1) > 0 na (—1,00), je predznak f’(z) enak predznaku
2x + 1. Stacionarna tocka:

1

Predznak:
f'(z) <0 na (-1, —%), f'(z) >0 na (—%,oo).

1

—1) in narasa na (—3, 00), zato je pri z = —1

Torej f pada na (—1,—3

minimum. Vrednost:
1 1 1 1 1 1 In2—-1
)= Cm(Z) =4 m2= .
f( 2) 2 2“(2) SR 2

(4) Konveksnost /konkavnost.

., d 1 1
f (a:):%(l—m):m>0 na (—1,00).

Zato je f konveksna na celotnem definicijskem obmocju in konkavna
nikjer.
(5) Obnasanje pri robu domene.

lim f(z) = lim (as — %ln(m + 1)) = 400, }Lrgo f(z) = +o0.

z——11 r——171

Graf gre torej iz +oo (pri —17), pada do minimuma pri x = —%, nato
narasca proti +o00; preseka os x v x &~ —0.796812 in v = 0.

3. [25 T

dx
x2—4"

(b) Obmocje pasnika je podano z neena¢bami

(a) Izracunajte nedoloceni integral [

< , > -1, —-1<x<1.
VS 5 Y2 <z<
Ena enota v koordinatnem sistemu meri 1 km. Koliko je plos¢ina

pasnika?



Resitev.

(a) Razcep na parcialne ulomke:

1 1 A B

2 -4  (z-2)(z+2) x—2+x—|—2'
l1=Axz+2)+B(xr—2)=(A+ B)x+ (2A - 2B).
Zato A+ B=01in2A—2B =1, torej A=, B=—1. Sledi

/ dx 1/ 1 1 J 1l
= - — €Tr = n
2—4 4 r—2 x+2

(b) Na intervalu [—1, 1] je 2 —4 < 0, zato je = € [~1, —2]. Obmocje
je torej med spodnjo premico y = —1 in zgornjo krivuljo y = x23_4.
Plos¢ina:

! 3 ! 3 U de
S—/l(x2_4—(—1)> da:—/l(1+x2_4) dm—2—|—3/1x2_4.

Uporabimo rezultat iz (a):

/1 dx 1
=—|In
_1.732—4 4

Zato

xr— 2
T+ 2

REC

Ny

xr— 2
T+ 2

1
1 1 1
L = 7(In3-In3) = 2(~2In3) = —~In3.

1
S—2—|—3<—§1n3) _2—21113 km?.

. [6 T] Koliko je polarni kot kompleksnega stevila —V/3+iV/3?
0 T
b) — — d
D0 BT 9T a )

3T

4

5

6)4

T

4

Resitev. Realni del je negativen, imaginarni pozitiven, zato je stevilo
v 2. kvadrantu.

V3

t 1 = referencni kot
any = —— = — referencni kot —.
V 2. kvadrantu je
T 37
=T - — = —
7 474

Pravilno: d).



. [6 T] Koliko je vsota vrste

Zato

2 ool 9 & /2\"
23252@ =

Pravilno: d).

N | ©
| ©

|
wol=|o
(GURITEN
I
(=)

. [5 T] Katera izmed spodnjih mnozic je mnozica stekalis¢ zaporedja s

splosnim ¢lenom a, = (—1)"(%)?

D=2 0 {5} a1y of{-535) Hi-22

Resitev.

n+1 1 1
W= (=1)" — () (24— ).
an = (=" = = )(2+2n>
1

Podzaporedje pri sodih n konvergira v %, pri lihih n konvergira v —3.
Zato je mnozica stekalis¢

11

22

. [6 T] Koliko je resitev neenacbe |x + 1| < 227
a)ze(—1,—-3) blze(-1,1) c)ze(—3,1)

d)z e (—1,00) e)ze(—3,00) f)ze(l,o0)

Pravilno: e).

Resitev. Resujemo po primerih.



(i) x > —1: |z + 1] = x + 1, zato

T+1<20 <— 1<z < x> 1.

(1) v < —=1: |x + 1| = —(z + 1), zato

1
—(x+1) <2z <= —-1<3r <~ z> -3,

kar je v protislovju z x < —1. ReSitev v tem primeru ne obstaja.

Skupaj: ( |
z € (1,00).

Pravilno: f).

. [6 T] Koliko je vrednost integrala fol(x + 3)dx?

Resitev.

Pravilno: d).



DRUGI KOLOKVI1J iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

13. januar 2023

1. [10T] Izracunajte
r+Inx

200 32 — 21n(22)

Opazimo, da mora veljati x > 0 (zaradi Inz in In(2z)), zato gre za
limito pri  — 07. Preuredimo logaritme:

3z —2In(2z) =3z —2(In2+Inz) =3r —2In2 — 2Inz.

Ko z — 07, velja Inxz — —o0, zato v Steveu dominira Inx, v ime-
novalcu pa —2Inz (konstanta —2In2 in ¢len 3z sta zanemarljiva v
primerjavi z |Inz|). Zato

. r+Inz , Inz(1+ %) 1+0 1
lim ———————— = lim nz = =——.
e—=0% 3z —2In(2r) a0t —2Ing (1 — 2£2I2) 2. (1 -0) 2

2. [10T] Izrac¢unajte integral
/(Sin(3:1: +2)+1)dx.

Integral razbijemo:

/ (sin(3z +2) + 1) d — / sin(3x + 2) do + / 1 de.

Pri prvem delu uporabimo substitucijo u = 3x + 2, du = 3dz, torej
dr = %du:

1 1 1
/sin(3x+2) dr = g/sinudu = —gcosu—l—C’ = —gcos(?)x—i-?)—i-C.
Drugi del je . Skupayj:

1
/(sin(i’)x +2)+1)de = ~3 cos(3x +2) +z + C.



3. [15T] Dolocite enacbe vseh tangent na krivuljo y = 22+ 1, ki so
vzporedne premici 3y — 2z + 2 = 0.

Premico 3y — 2x + 2 = 0 zapiSimo v smerni obliki:

2 2
Jy=2r—-2 — = - — -,
) Z ) 3$ 3
2
§.
Za krivuljo y = V22 + 1 izra¢unamo odvod:

1
V= (e 1) 2 =

zato je njen smerni koeficient m =

T
VT +1

Tangenta je vzporedna dani premici natanko tedaj, ko
x 2

211 3
Resimo enacbo:
Jr=2Va2+1 = 92 =4(2*+1)=42"+4
4
— =4 = x2:g.
Ker je leva stran 3x lahko negativna, desna pa 2v/x?+ 1 > 0, mora

biti x > 0. Torej

2
Tog = ——.

V5

Vrednost funkcije:

4 9 3
R R N
Yo Ty + 5 + 55

Enacba tangente s smernim koeficientom % skozi (9, Y0) je

2

Y—Yo = 5(90—%)'

Poenostavimo:

2 +( 2 ) 2 +<3 2 2) 2,5
= - — =y | ==z — - =] ==+ —=.
Y73 fo—3gt ) =3 /5 3 V5) 3 T35

Torej je iskana tangenta

= = .
37 3v5




4. [15T] Liku, ki vsebuje tocko (0,1) in ga omejujeta krivulja y = 4 — 2
ter premica y = 0, vertajte pravokotnik z najvecjo ploscino. Izracunajte
dolzini stranic tega pravokotnika.

Obmogje je pod parabolo y = 4 — 2% in nad osjo x (premico y = 0).
Ker obmocje vsebuje (0,1), gledamo “zgornji” del nad y = 0.

Naj bo pravokotnik simetricen glede na y-os, z ogliséi (+z,0) in (+z, 4—
z?), kjer = € [0,2]. Tedaj sta dolzini stranic:

Sirina = 2z, visina =4 — 2%
Plosc¢ina je
A(x) = 22(4 — 2°) = 8x — 227, z € 10,2].
Pois¢emo maksimum:

A'(z) =8 — 627, A’(x):0<:>6x2:8<:>x2:§<:>x:i.

=

(Uporabimo = > 0.) Ker
A'(z) = —-122 <0 za x> 0,

je pri tem x maksimum.

Zato sta optimalni stranici:

. - 9 4 8
Sirina = 2x = — vising =4 —12=4— - = =,

V3’ 3 3

Torej pravokotnik z najvecjo plos¢ino ima stranici

4 .8
— in - |
V3 3

5. [25T] Dolocite definicijsko obmocje funkcije f(x) = e . Izracunajte
lim, o f(z) in lim, , o f(z) ter dolocite v katerih tockah funkcija
f(z) doseze minimum in v katerih tockah doseze maksimum. Zapisite
intervale narascanja in padanja ter funkcijo f(x) ¢imbolj natancno
narisite, pri ¢emer ni potrebno izracunati drugega odvoda.

Ker je 22 +1 > 0 za vsak = € R, je tudi T definirano za vse .

Eksponentna funkcija je definirana povsod, zato

D;=R.



Ker

r 1z 0
2241 1+1/22 astoo
dobimo
lim f(z) =€ =1, lim f(z) =¢"=1.
T—00 T—>—00
Odvajamo:

!/
f(w) = e - (ﬂil) -
Naj bo h(z) = 75 Potem

W) = (952+1)~1—x~2x: 1—2? '
(l'2+1)2 (SU2+1)2

Torej , )
z -
f/(x) — ez2+1 . m

Ker je e > 0 in (x2 +1)? > 0, predznak f" doloca 1 — 2%

f(z) > 0zalz| < 1, f(z) =0priz = +£1, f(z) < 0zalz| > 1.

Zato f pada na (—oo, —1), narasca na (—1,1) in pada na (1, c0).

Pri x+ = —1 se predznak odvoda spremeni iz — v 4+, zato je tam
minimum, pri x = 1 pa iz + v —, zato je tam maksimum. Vrednosti:

JED=e3 = f1) =

1/2

D=

=€

Torej

minimum pri z = —1, f(-1) = e /2, maksimum pri z =1, f(1) = el/?,

Funkcija je povsod pozitivna; pri x+ — Foo se pribliza 1. Pada do
minimuma (—1, e~/?), nato narasca do maksimuma (1, ¢*/?), nato spet
pada proti 1.

. [25T] Struznica za les reze tako, da zico, ki ima obliko grafa funkcije

flz) = ,/m, x € [0,1], zavrti okoli z-osi. V struznico med

x = 0 ter x = 1 vpnemo dovolj velik kos lesa, da struznica ne reze po
zraku. Izracunajte volumen telesa, ki ga dobimo po struzenju.



Ker se graf vrti okoli z-osi, uporabimo metodo kolobarjev. Radij pri
danem x je f(z), zato je volumen

V= ﬂ/ol(f(m))Q dz.

Ker je

dobimo
1

1
V =T d:L’
/0 (x+1)(224+1)
Razcepimo na parcialne ulomke:

1 A +Bx—|—C’
(x+D(22+1) 2+1  22+1°

Pomnozimo z (x + 1)(z% + 1):
1=A@*+1)+(Bx+C)(x+1) = Az* + A+ B2®> + Br + Cz + C.
Uredimo po potencah:
1=(A+B)2*+ (B+C)z+ (A+ ).
Primerjamo koeficiente:
A+ B=0, B+C =0, A+C=1
Odtod B=—-A,C=—-B=A,innato A+ C =2A =1, zato

1 1 1
A==, B=--, C=-.
2’ 2’ 2
Torej
1 11 —sr+3 1 1—z

Gt )@+ 2 241 241 2@+1) 2Z11)

Zato
1 1 1
1 1 1 1 112
do = = dz + = dz.
/0 @+ D2+ 2/0 r+1 5”2/0 211

[zracunamo posebej:

1 /1 1 1
2/0 1% 2[n(x+ o 52,



1 11—z 1 L | Loy
- do = = dx — dr ) .
2/01:2+1x 2(/0 21 /0x2+1 x)

Za prvi integral:

1

1

/ o dx = [arctan z]} =
0

T
1
Za drugi integral naredimo u = 2% + 1, du = 2x dx:
1 2
1 1 1
/ 2:1: dx:—/ —du= -In2.
o r4+1 2/ u 2

1 11— 1 1 1

_/ mdm:— z——an :E——IDQ.

2 )y #2+1 2\4 2 8 4
Skupaj:

! 1 1 T 1 T 1
dr=-In2+(=—-In2)==+-In2.
/O(x—i—l)(xQ—i—l)x 2" +<8 4“) st

Zato je volumen

Zato

Torej




IZPIT iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

2. februar 2023

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25 T] Podana je funkcija f(z) = 32+

T pf2e2
(a) Izracunajte limito lim f(z).
T—00

(b) Zapisite tangento na graf funkcije f(x) v tocki x = 0.

(a) Ker pri z — oo eksponent €¢2* dominira nad polinomi, delimo $tevec
in imenovalec z e2*:

f(x)_3$+62m_372+1 0+1 1

T+2e2  E 42 a0 042 2

1
Torej lim f(z) = =.

T—300 2

(b) Naj bo N(z) = 3z + €** in D(z) = z + 2¢**. Potem je f = & in

N'(z)D(z) — N(x)D'(z)

fl(z) = Dy , N'(z) = 3+2e**, D'(z) = 1+4e™.
V tocki z = 0 dobimo € = 1:

1 2) - 2) — 1)-(1+4 10 —
f(o):§, f’(o):(3+ ) (0+(0)+2()02+ )-(1+4) 04 5:%
Tangenta pri x = 0 je zato

y=1(0)+ f(0)x =5+ x



2. [25 T] Izracunajte definicijsko obmocje in stacionarne tocke, intervale

narascanja in padanja ter intervale konveksnosti in konkavnosti funk-
cije

f(z) =2 —In(vVx +1).
Cimbolj natancéno narisite graf funkcije f(z).

Najprej poenostavimo

In(vz +1) =In((z+1)"%) = %ln(x +1),

torej
flz)=a— %ln(x +1).

Definicijsko obmocje. Potrebujemo x 4+ 1 > 0, zato

Df = (—1, OO)

Odvodi in stacionarna tocka.

1 1 1 2 1
flz) =1 i

T2 241 0 2e+1) 2@+1)

Ker je 2(x + 1) > 0 na (—1,00), je f’(z) = 0 natanko pri

1
20 +1=0 <— x:—ﬁ.

Narascanje in padanje.
f(z) <0zaze(—1,-3), f'(z) > 0zaz e (—3,00).

Torej f pada na (—1,—3) in narasca na (—3,00); stacionarna tocka
T = —% je minimum.
Konveksnost /konkavnost.
d 1 1
"y=—[1—-— | =—— >0 -1 .
() dx( 2(x+1)) 20z +1)2 na (=1, 00)

Zato je f konveksna na celotnem definicijskem obmocju in konkavna
nikjer.

Za skico je uporabno Se:

z——17F T—00

i f(e) =+, lm )=+ f(=3) =—5-3m(5)




3. [25 T

dx
22 — 4
(b) Obmocje pasnika je podano z neena¢bami

3
x2—4’

(a) Izracunajte nedoloceni integral /

Ena enota v koordinatnem sistemu meri 1km. Koliko je plos¢ina
pasnika?

(a) Razcepimo na parcialne ulomke:

1 1 A B

2?1 (@-2@+2) -2 z12

l1=Az+2)+B(zr—2)=(A+ B)x+ (2A - 2B).
Zato A+ B =0in2A—2B =1, torej A=} in B=—1. Sledi

/dx_l/ U S N
22—4 4 r—2 x+2 x—4n

(Ekvivalentno: $In[2 —z| — 1In|2 4+ 2|+ C.)

(b) Na intervalu [—1,1] velja 2* — 4 < 0, zato je -~ < —32 in je nad

premico y = —1. Plos¢ina je zato

! 3 ! 3 b da
5 /1<x2—4 ( )> ! /1(+$2_4) ! +3/1332—4
Uporabimo rezultat iz (a):
1
1 1 1
=—|In=--1 = ——1n3.
11 4(113 n3> 2n3

/1 dx 1
= —|ln
_11'2—4 4
1 3
S:2+3(—§ln3> :2—§ln3 km? .

r — 2
T+ 2

Torej

4. [5 T] Koliko je polarni kot kompleksnega stevila —v/3 + i1/3?

™

4

3T ) 57
— 6 —
4 4

T

a) 0 b) 1

05 d) f



Realni del je negativen, imaginarni pa pozitiven, zato je Stevilo v 2.
kvadrantu.

\/3 T 3r

tanp=——==-1 = p=71— — = —.

3 44

. [6 T] Koliko je vsota vrste

a)3 b)4 o5 d)6 e 7 f)8

Preoblikujemo clen:

Zato

Do
wl=|ox
I
D

ol 9 2\ 9 ()7 9
S 5amix(3) =5 itaes

n=2 n=2

. [0 T] Katera izmed spodnjih mnozic je mnozica stekalis¢ zaporedja s

splosnim ¢lenom a, = (—1)"(%)?

D=2 B {5} a1y of{-535) Hi-22

0= (1 e (% " %) .

Za soda n dobimo a, — %, za liha n pa a, — —%, zato je mnozica

stekalisc
11
22"




7. [5 T] Koliko je resitev neenacbe |z + 1] < 227
a)re(—1,—3) blaze(-11) c¢)ze(-31)
d)ze(-1,00) e)ze(—5,00) f)ae(l,o0)
Resujemo po primerih.

(i) x> —1: |x+ 1] = x + 1, zato

r+1<2r <— x> 1.

(i) < —1: |x + 1| = —(z + 1), zato

1
—(r+1) <2z = T> -3,

kar je v protislovju z x < —1. Zato tu ni resitev.

Skupaj dobimo z € (1, 00).

8. [6 T] Koliko je vrednost integrala fol (x + 3)dx?



IZPIT iz MATEMATIKE I
Visokosolski studij

13. februar 2024

Prve tri naloge so standardnega tipa in vredne vsaka 25 tock.
Zadnjih pet nalog je izbirnega tipa, pri ¢emer je pravilen natanko en odgo-
vor, ki prinese 5 tock, nepravilen pa minus 1 tocko. Neodgovorjena naloga
prinese 0 tock, obkrozen vec¢ kot en odgovor pa minus 1 tocko. Odgovorite
tako, da obkrozite ¢rko pred pravilnim odgovorom.

1. [25 T] Podano je zaporedje s splosnim ¢lenom

n?—10n + 2

an =
n+1

a) Analizirajte monotonost zaporedja (kje zaporedje pada ter kje
narasca).

b) Dolocite supremum, infimum, maksimum in minimum tega zapo-
redja, ¢e obstajajo.

Resitev: Najprej zapisimo zaporedje v bolj uporabni obliki (deljenje
polinomov):
n? —10n + 2 13
—— =n—11+ )
n+1 n+1
Od tod je takoj razvidno, da a,, — 400 (zato supremum ni koncen in
maksimum ne obstaja).

Za monotonost izra¢unamo razliko:

(n+1)>—=10(n+1)+2 n*—10n+2 n*+3n—11
n+2 n+l  (n+1)(n+2)

Ap41—Aap =
Ker je (n + 1)(n 4+ 2) > 0 za vsak n € N, predznak razlike doloca
n? + 3n — 11. Resimo n? + 3n — 11 = 0:

Lo T3EVO+ A —3+/53
B 2 B 2

Pozitivna ni¢la je priblizno #ﬁ ~ 2.14, zato velja:

Api1 — ap < 0zan=1,2, Qpi1 — @y > 0zan > 3.



Torej
ar > a2 > a3 < aqg < ag < ---

in zaporedje pada do n = 3, nato narasca.

Za minimum izracunamo prvih nekaj clenov:

1-10+2 7 4—-20+42 14 " 9-30+2 19
o 2 2 " 3 37 1 1
Ker od n = 3 naprej narasca, je najmanjsi ¢len ag, zato:
: 19 . 19
mman:agz—z, mfan:—z.

Ker a,, — 400, je

sup a,, = +00, max a, ne obstaja.

. [25T] Dolocite definicijsko obmocje ter izracunajte nicle, pole, stacio-
narne tocke, intervale narascanja in padanja funkcije

341
22

fx) =

Graf funkcije f(z) ¢imbolj natancno narisite.

Resitev: Najprej poenostavimo:

Definicijsko obmocje: = # 0, torej Dy =R\ {0}.

Nicle: f(z) =0<«= 2*+1=0 <= x = —1. Torej je edina realna
nicla pri x = —1.

Poli in asimptote: Pri x = 0 ima funkcija pol (ker je imenovalec
7?), in velja
lim f(z) = lim f(z) = 400,

z—0— z—0t

zato je navpicna asimptota x = 0. Ker

je posevna asimptota y = .



Stacionarne tocke in narascanje/padanje:

Fay=1-2 =722

3 3

Stacionarne tocke dobimo iz f’(z) = 0:
22 —2=0=1=12

Predznak f'(z):

z3—2

e zax <0:2° <0ina®—2<0,zato je L5

> 0;
e 720 << V2 2°>0in2%—2<0,zato je f/(z) < 0;
e zax>+v2 23> 0inz®—2 >0, zato je f'(x) > 0.

Torej
f naraséa na (—oo,0) U (V/2, 00), f pada na (0, V2).

Priz = /2 je minimum (na desni veji), njegova vrednost je

3 3 1 - 3
JV2) = V2t s = 204270 = o

Za skico grafa: leva veja (na (—o0,0)) je naras¢ajoca, gre proti —oo pri

r — —00, seka os x pri x = —1 in gre v 400 pri x — 07. Desna veja
(na (0,00)) gre iz 400 pri  — 07, pada do minimuma pri z = V/2,

nato narasca in se priblizuje premici y = x.

. [25 T] Struznica za les reze tako, da zico, ki ima obliko grafa funkcije

f@) =[5 eel,

zavrti okoli z-osi. Izracunajte volumen telesa, ki ga dobimo po struzenju.

Resitev: Ker vrtimo okoli z-osi, uporabimo metodo kolobarjev:

V:W/Ol(f(x))de:ﬂ/lexQ——:_;dx.

Integral razbijemo:

z+1 T 1
dr = d dx.
/1:2—1—2 o /m2+2 x+/x2+2 o




Prvi del:

1
/ ’ dx:§ln(x2+2).

x? 42
Drugi del (standardni integral):

/ ! da:——arctan 2
242 V2,

Torej

1
/;2—:_26[9325111@ +2) +—arctan

a)re

Vstavimo meje:

Lz +1 1 1 13 01 1
dr = |=In(z? + 2 —l——arctan( )} :—ln—+—arctan(—).
/0932+2 [2 ( ) V2 V2/le 2 2 V2 V2

Zato je
1. 3 1 1
V=r|=-Iln=-+ —arctan| — .
(2 2 V2 (ﬁ))

. [5 T] Koliko je polarni kot kompleksnega stevila v/3 + 3i v radianih?

E

O ) or flon

m
a)0 b) = 1 5

3

Kerje z=+v3+3iv prvem kvadrantu, je

tanp =

\/_ -3

. [6 T] Koliko je smerni koeficient normale na graf funkcije f(x) = 21n 2
pri x =17

W4 B2 )0 d) e)—_}l £ ¢
f@) =2m@) > Fa)=2 =1

Torej je smerni koeficient tangente pri x = 1 enak f'(1) = 4, zato je
smerni koeficient normale

1
m, = ——.
4



6. [5 T] Koliko je vsota vrste

> (1)

n=2
1 1 1 1 1
D1 )= d) — d) — e) — f) —
a)0 b1 g d D 9y N

Gre za geometrijsko vrsto s kolicnikom r = }1 in prvim ¢lenom ay =

1\2 1.
(1)° = 16

DI
D
0> (5)

o) §;<‘%)
0>

Opomba: pri (a),(c),(e) je smiselno zaceti pri n = 1.

e (a) harmon”iéna vrsta divergira.

b) n+1
¢) po Leibnizovem kriteriju Z:(—l)”L konvergira, ker \/iﬁ N 0.

° ~ n, zato ¢len ne gre proti 0 in vrsta divergira.

e (d) geometrijska vrsta s r = 2 > 1 divergira.

(
(
(
(

o (¢) toje —> - = ki dlverglra (p-vrsta z p = 3).



o (f) nQ_L — 1 # 0, zato divergira.

Zato je pravilna (c).

8. [5 T] Koliko je vrednost integrala ff xdx?

a) 0 b)% 01 d)% 92 1o



